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近年来，常见有关古代律学思维的文论。笔者
受其启发，也谈一点朱载堉的律学思维。所谓“思
维”，无非就是“想法”而已。然而，本文所言之“想
法”，非笔者本人在今日语境下之想法，而是研究
对象在其时语境下的想法。亦就是说，研究古人曾
有过的思维。不是在今人的思维中，在新事物中去
寻找业已存在过的“老东西”、旧事物，而是在“老
东西”、旧事物中去发现那些令人惊喜的新东西。 
以此观点，切入本文。
王 子 朱 载 堉（1536—1611） 在 明 万 历 九 年
（1581）已创立了音乐学上极为重要的等程律（Equal 
Temperament），因为该年“正月”（明“大统历”）
他为其著《律历融通》作序。在该书“附录”中已
详细阐述了等程律五度和四度相生法。近年来，在
解读朱载堉著作《乐律全书》中有关计算方法时，
由于他实际上用了求解等比数列的方法，因此，有
人认为，创建一个等程律并非了不起的大事，在数
学上只要三步就够了 ；另一些人在肯定朱载堉重大
建树的同时，站在当今潮流立场，批评他的音乐思
想有“复古”的封建文化的一面，如此等等。如何
正确评价朱载堉及其创建等程律的业绩？研究历
史，本当结合当时的历史文化背景，了解当时的科
学和音乐学语境，否则，就难于准确把握历史事件
的真实。本文作者曾对朱载堉及其等程律做过一些
初步探讨，也多从今日语境出发。今再从历史语境
中作进一步分析，以就教于读者。
一、等比数列与等程律
今天所谓的“等程律”，朱载堉称它为“新法”、
“密率”。“新法”是对业已存在的乐律计算方法、
即三分损益法而言的 ；“密率”是指 2 的开 12 次方
根即 212 而言的。因此，通称朱载堉创建的律制为“新
法密率”。对此，朱载堉在《律吕精义内篇》卷一《不
用三分损益第三》中有清楚的文字叙述。在以下引
述的文字中，为阅读方便，将原文中一长串汉字数
字改写成阿拉伯数字，并略去其中尺、寸以下的分、
厘、毫、丝、忽、微、纤等长度单位。《不用三分
损益第三》中写道 ：
新法算律与方圆皆用勾股术。其法本诸《周
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礼·栗式为量》“内方尺而圆其外”。“内方尺而圆
其外”，则圆径与方斜同。知方之斜则知圆之径矣。
度本起于黄钟之长，则黄钟之长即度法一尺。
命平方 1 尺为黄钟之率，东西 10 寸为勾，自乘得
100 寸为勾幂 ；南北 10 寸为股，自乘得 100 寸为股
幂。相拼共得 200 寸为弦幂。乃置弦幂为实，开平
方除之，得弦 1.4142 1356 2373 0950 4880 1689 尺，
为方之斜，即圆之径，亦即蕤宾倍律之率。以勾 10
寸乘之，得平方积 141.42 1356 2373 0950 4880 1689
寸，为实，开平方除之，得 1.1892 0711 5002 7210 
6671 7500 尺，即南吕倍律之率。仍以勾 10 寸乘之，
又以股 10 寸乘之，得立方积 1189.2 0711 5002 7210 
6671 7500 寸，为实，开平方除之，得 1.0594 6309 
4359 2952 6456 1825 尺，即应钟倍律之率。盖十二
律黄钟为始，应钟为终，终而复始，循环无端，此
自然真理，犹贞后元生，坤尽复来也。是故各律皆
以黄钟正数 10 寸乘之为实，皆以应钟倍数 10.5946 
3094 3592 9526 4561 825 寸为法除之，即得其次律
也。安有往而不返之理哉？旧法往而不返者，盖由
三分损益算术不精之所致也。是故新法不用三分损
益，别造密率。
对于如此这般获得的律制，朱载堉在《律学新
说》卷一《密率律度相求第三》做出以下定义 ：
创立新法，置一尺为实，以密率除之，凡十二遍。
这就是朱载堉创立的“新法密率”，以及“新
法密率”这一名称的来源。
以上一长段引文中，第一小段道明“新法算律”
是以几何方法开始的。它源自《周礼》，说的是一
个正方形的边长与其外接圆直径的关系（图 1）。
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图 1　圆内接正方形
设 a = b =1，则 c = 2 ；
设 c =1，则 a = b = 2 /2
第二小段一句话，是求解“新法密率”所必须
给出的已知条件。
第三小段就是具体计算了。其中，“勾幂”、“勾
股”、“弦幂”即勾、股、弦的平方值。朱载堉以算
盘运算，乘以 10 或 100，并不改变算珠数，只要牢
记其所在的算盘“档位”即可。
迄今为止，在研究朱载堉等程律的文论中，包
括笔者在内，都深深地刻着现代音乐学和数学的烙
印。以为他“命平方 1 尺为黄钟之率”，就是命黄
钟律数等于 1 ；“弦幂”200 寸，也就是倍黄钟律数
为 2 尺或简约为 2。因此，朱载堉的新法密率是将
2 开 12 次方而获得的。也就是说，朱载堉和今人
一样，认定八度音程为 2。将 2 开 12 次方并做成
等程律。如此，只要三步就够了。第一步，设定八
度的起始律黄钟为 1，其倍频程即倍黄钟为 2，与
此相应的等比数列是首项为 1，末项为 2，由 13 项
构成 ；第二步，求这个等比数列的公比数 q = 212 ，
也就是朱载堉所说的“应钟倍律之率”或“密率”；
第三步，以 q 累乘（或除）以黄钟 1，乘（或除）
12 次，即求得这个等比数列的其余 11 项，也就是
八度内除黄钟、倍黄钟（或半黄钟）以外的其它
11 律的律数。
由上看来，等程律的建立何等简单呀！从三分
损益律到可返宫的等程律为何竟用了千余年，何
如朱载堉才想到此？实际上，从解答一个等比数
列而言，不需要上述所谓三步，只要后二步即可。
因为第一步是一个数学问题必须给出的条件。因
此又有人更简化这三步。他们认为，求解等程律的
三步就是计算数字 2 ；再将 2 开平方即 24 ；又将
其开立方，即 212 。
然而，在朱载堉时代的语境下，事情却不简单！
首先，设定倍黄钟为 2，就已埋下了先“返宫”之嫌；
其 次， 在 数 学 上， 将 2 开 12 次 方 根 的 运 算， 即
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2×2×3 ，在当时并非一个不证自明的公理；第三，
传统黄钟宫音弦长为 9 寸，何如改为 1 尺。这些是
当时任何一个企求革新的音乐家绕不开的问题。
应当看到，明末及其之前的中国音乐家，在理
论上尚无明确的“音程”、“倍频程”概念。以为朱
载堉敢定倍黄钟为 2 的想法是想当然的。如若此，
朱载堉不必借用《周礼·栗式为量》的勾股术（或
几何方法）作为其理论开端。最重要的是，三分损
益律用尽各种方法，费了几千年却不能“返宫”。“返
宫”是三分损益律支配下的古代音乐家千年不得如
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愿的一个梦想。而朱载堉若先设定黄钟为 1，倍黄
钟为 2 的律学计算前提，他无疑要受其同时代音乐
家指责为事先假定“返宫”了。果真如此，他之后
的所有计算便都是徒劳的。朱载堉初衷原本就是为
了实现返宫才提出“新法密率”。他绝不是为了寻
找“等程律”，而他追求返宫之实现却必然是等程律。
这个时代的语境和“返宫”与“等程律”之间的辩
证关系，往往被音乐史家忽视了。
在上述大段引文中，朱载堉一开始就强调， 2
源自《周礼》中的几何学。（图 1）正方形边长 a、
b 与其斜弦（即圆径）c 的关系早为中国古代数学
家所知晓。受这一数学思想启发，朱载堉并非从唯
一的已知条件，即黄钟 =1 尺开始计算，而是从图 1
中 a = b =1 尺，又据勾股定律 a2+b2=c2，故此，c2=2（弦
幂）。朱氏是将“弦幂”开平方，而得蕤宾倍律之率。
此“率”字即相应的数值之谓。换句话说，朱载堉
的计算次序是 ：
已知黄钟 =1，
由《周礼》几何方法和勾股定理可得弦幂 =2，
于是，
2 =M …………………………………… 蕤宾
M =N ………………………………… 南吕
N3 =q …………………………………… 应钟         
以 q 累乘（或除）已知的黄钟值 11 次，即得
新法密率的各律相应数值。
在朱载堉的文词中，没有音程、倍频程的术语。
“弦幂”是几何术语。他从“弦幂”开始计算而得
公比数 q 或应钟倍律之率。他何等巧妙地避开了事
先已返宫的任何责难！包括笔者在内，曾有个时期，
以为朱载堉引用《周礼》中的文字，只不过是“拉
大旗作虎皮”；也有人以为，这是朱载堉的封建复
古思想在作祟。可见，我们对朱载堉时代的语境何
其生疏！错怪朱载堉到了离谱的程度！
让我们回到中国古代数学史的语境中。在中国
古代数学中，少有理论，只求实用 ；少有证明，只
讲演算。今日的数学史家和音乐史家，以为 212 是
一个不值得惊骇的初等数学题，只要在这个等式
2
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2×2×3 的左右两边算出右边就可以了。我们要
问 ：中国古代数学家中，哪一个证明了这个等式？
这个数学等式的证明，最早是由荷兰数学家斯蒂芬
（Simon Stevin，1548—1620） 在 晚 于 朱 载 堉 数 年，
即约 1600 年成书的《论算术》中做出的。①在上
引一长段文字中，丝毫未露出朱载堉对等式左边即
2
1
12 作出什么计算 ；他所作的 M、N、q 三个具体计
算步骤，最多只能说是计算了等式右边，即 2
1
2×2×3。
更实在说，他算出 M、N、q 的三步数学程序与上
述等式左边有着本质区别。今日音乐史家（包括笔
者本人在内）脱离了当时语境并以今日数学眼光看
待并理解朱载堉的数学计算，显然不切当时实际。
朱载堉无需证明这个等式，他只要一步一步地作等
式右边的计算就够了。回避当时数学上必须证明的
一步，这不能不说是朱载堉又一绝顶聪明之处。
由上所述，还能说朱载堉创建新法密率只不过
是简单的三步骤吗 ?
至于朱载堉将历代传统的黄钟 9 寸改为黄钟 1
尺，此事亦曾促使他在历史上首次做出九进制尺和
十进制尺的数字换算，在其著《律学新说》中，他
用一本书来解答它。本文对此不赘述。
音乐学家和音乐史家黄翔鹏曾说过 ：“朱载
堉从他的时代中，音乐实践的需要，寻得自己的
历史使命 ；也是检视了中国乐律学史这条‘银河’
中的每一个星座，才寻得自己应予开拓的领空。”②
这个概述准确而富诗意。朱载堉必然要在当时的
音乐学和科学的蛛网般的概念与思想中梳理出一
条通向“返宫”，也就必定走向等程律的弯弯曲曲
的大道。
二、新法密率的第二种解法
在充分理解朱载堉创建新法密率的语境后，
不妨用现代数学和音乐学概念对新法密率作一概
括 ：以黄钟律数为起始律的 13 个律，是公比数
q = 212 的一列等比数列。这也就是前节引述朱载
堉本人对新法密率所作出的定义。我们将朱载堉
的计算结果列表如下 ：
① Simon Stevin ，Hypomnemata mathematica. 见 ：
R.J.Forbes ，A.D.Forber and A.Romein-Verschoor ，The 
Principal Works of Simon Stevin （in Science ;Music ;Civic 
Life ）.Amsterdam :C.V.Swets &Zeitlinger ，1966.
② 黄翔鹏 ：《文化史的诗情》，为《朱载堉——明
代的科学和艺术巨星》（戴念祖著，北京 ：人民出版社，
1986 年）一书写的卷头语，载黄翔鹏文集《传统是一条
河流》，北京 ：人民音乐出版社，1990 年，第 55 页。
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表 1　朱载堉的新法密率各律数值（q = 212 ）（等比级数各级名）
律
　
名
黄
　
钟
大
　
吕
太
　
簇
夹
　
钟
姑
　
冼
仲
　
吕
蕤
　
宾
林
　
钟
夷
　
则
南
　
吕
无
　
射
应
　
钟
半黄钟
律
　
数 1 q-1 q-2 q-3 q-4 q-5 q-6 q-7 q-8 q-9 q-10 q-11
q-12=
1/2
（等比级数各级名）
律
　
名
倍
　
黄
倍
　
大
倍
　
太
倍
　
夹
倍
　
姑
倍
　
仲
倍
　
蕤
倍
　
林
倍
　
夷
倍
　
南
倍
　
无
倍
　
应
黄
　
钟
律
　
数 q12=2 q11 q10 q9 q8 q7 q6 q5 q4 q3 q2 q 1
表 1 将倍黄钟到半黄钟的一列数字分成上下两
栏列出，问题会看得清楚些。在表 1 中，记住只有
黄钟 1 是朱载堉求解新法密率的唯一已知数，其余
各律都是通过计算得出的。公比数 q，具体数值为：
q = 212 =1.0594 6309 4359 2952 6456 1825
这是朱载堉用珠算所得的结果。
然而，朱载堉并不满足这一种算法，在其著《算
学新说》中他又提出了第二种解法 ：以求解一个等
比数列的中项，以及在由四项构成的等比数列中求
其第二、三两项的方法。
设一个等比数列为：M、X、N。M 和 N 为已知，
则 X = MN ；设一个等比数列为 M、X、Y、N。则
X = M2N3 ，Y = MN23 。这是初级中学或高中一年
级的数学课内容。在四项构成的等比数列中求解中
间两项的方法，至今极少人知道它是由朱载堉最先
做出数学解答的。
将《算学新说》中这第二种解法的计算式和结
果示以图 2 ：
倍蕤 倍林 倍夷 倍南 倍无 倍应
1
（已知数）
正大 正太 正夹 正姑 正仲 正蕤
正黄（C）
（第一步）－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－
（第二步）－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－
（第三步）－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－
↓
↓
↓ ↓
↓
↓
… ……… ……… …
2 = M
H×12=L3
M×1=H
12×K=P3
1×N=K
2/2=N
图 2　《算学新说》所计算的各律数值示意图，其中 H=2
1
4 ，K=2
1
4
-
，L=2
1
12，P=2
1
12
-
。
同前节所述一样，唯一的已知条件是正黄钟为
1。朱载堉在这里将倍黄钟到正黄钟，再到半黄钟
的二十六律中，生生地砍去前八度中低音六个律和
后八度中的高音六个律，于是出现了图 2 中各律。
这种做法，也是为了避免他人的事前返宫之责。朱
载堉干脆不列出倍黄钟与半黄钟两律。由正黄钟求
倍蕤宾的方法和数值，和上节所述几何方法同（图
2）。求蕤宾方法事实上也一样，只是将正黄钟当作
斜弦，蕤宾当作此弦的勾与股。当斜弦为 1 时，不
难解出勾与股均为 2 /2，即蕤宾律数（《算学新说》
第三问）。所以这样求解倍蕤宾与蕤宾，又一次表
明朱载堉在学术上的谨慎态度。事实上，朱载堉也
完全知道“倍蕤宾律折半即蕤宾正律”（《算学新说》
第二问），他设定的倍、正、半三十六律也是完全
的八度关系。但这一切或是演奏家的经验实践，或
是理论计算后的结果，而不是计算前的假定。求得
倍蕤宾和蕤宾后，就知道图 2 中一列等比数列的首
末两项，也就可以继续解这个等比数列了。
继而，计算图 2 中的夹钟和倍南吕两项，它们
分别为正黄钟左右各七律的等比中项，因此《算学
新说》分别写道 ：
第四问 ：以黄钟正律乘蕤宾正律得平方积……
（本文略去具体数值，以下同），开平方所得即夹钟
正律……（原书中珠算开方计算及其结果从略，以
下同。）
第五问 ：以黄钟正律乘蕤宾倍律得平方积……
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开平方所得即南吕倍律……
对此，朱载堉的解答无疑是正确的。它们分别
是图 2 中的 H、K 值。下面看他如何解一个四项等
比数列中的第二、三两项。图二中大吕正律是正黄
钟律与夹钟正律所构成四项等比数列的第二项。对
它的解法，朱载堉说 ：
第六问：置夹钟正律以黄钟再乘，得立方积……
开立方所得即大吕正律也。
所谓“黄钟再乘”，就是乘两次黄钟数值。大
吕正律即图 2 中的 P 值。图 2 中应钟倍律是南吕倍
律与黄钟正律所构成的四项等比数列的第三项，它
的解法是 ：
第 七 问 ：置 南 吕 倍 律 以 黄 钟 再 乘， 得 立 方
积……，开立方所得即应钟倍律也。
也即是图 2 中 L 值。由此可见，朱载堉完全掌
握解一个等比数列的方法，并且提出了求解四项构
成的等比数列的方法。在图 2 中的其余各项，只要
套用上述公式中某相应的形式，就不难求得其具体
数值，再作重复文字叙述就冗赘了。
遗憾的是，迄今所出版的中国数学史、珠算史、
中国音乐学史或乐律史，都没有给朱载堉的这一数
学和音乐学工作作出应有的评价。在中国古代数
学著作中，有关等比数列的算题极少③，由四项构
成的等比数列及其求解方法是朱载堉最先做出的。
212 准确算到 25 位数，迄今仍是史无前例的。荷兰
数学家斯蒂芬对此只算了 4 位数。今日市场上和办
公室里的袖珍计算器最多也只有 10 位数。算盘不
仅是商用计算器，在朱载堉手里还是学术研究的计
算工具。这些数学成就理应在相应的学科史上占有
一页。等程律的建立为千变万化的音乐艺术奠定了
理论基础，实现了在键盘乐器中进行各种转调和变
调的可能，从而迎来了现代音乐艺术的灿烂舞台。 
三、新法密率的第三种解法
众所周知，五度律（三分损益律，毕达哥拉斯律）
是以 3/2 （频率比）或 2/3（弦长比）作为生律因子，
确定起始律音高后，八度内其余各律即可算出。新
法密率（等程律）也可以类似地做出同样计算，只
要确定了等程律的五度比值即可。
朱载堉在《律历融通·附录音义》中写道 ：
先置黄钟十寸在位，下生者五亿乘之为实，七
亿四千九百一十五万三千五百三十八为法除之，得
林钟。就置所得全数在位，上生者十亿乘之为实，
仍以前法除之，得太簇。余律仿此，乘除十二遍，
则返本还元。
置黄钟十寸在位，下生者五亿乘之为实，六亿
六千七百四十一万九千九百二十七为法除之，得仲
吕。就置所得全数在位，下生者五亿乘之为实，仍
以前法除之，得无射。余律仿此，乘除十二遍，亦
返本还元。
这上下两段文字中的数字之谜，实际上是等程
律的五度相生和四度相生的方法。找到等程律五度
与四度相生的比例因子，一切迎刃而解。在前述计
算 q 的过程中，我们知道 ：
q7 = 2
7
12 =1.498307076
q5 = 2
5
12 =1.334839854
我们先按正律计算，等程律五度相生的因子设
为 k5，则
k5= 正林钟
正黄钟
=
q-7
1
= 1
2
7
12
= 1
1.498307076
= 10
9
1498307076
   = 2×5×10
5
1498307076
= 5×10
8
749153538
 
     
故此，林钟 =k5 黄钟，
　　　太簇 =2k5 林钟，
　　　南吕 =k5 太簇，
余律类推。若按倍律计算，则
k5= 倍林钟
倍黄钟
=
q5
2
= 2
5
12
2
= 1
2
7
12
= 5×10
8
749153538
这两个结果完全相同。这就是等程律的五度
相生。三分损益的五度律相生因子为 23，也可写为
500
750 ；等程律五度相生因子，若缩减为三位数，则
成 500749。试对这两个因子作比较，结果会如何？此
讨论超出本文范围，读者也不难明白，且朱载堉对
此曾做出警告。
上引文的后一段文字，是有关等程律四度相生
的解法。其相生因子设为 k4，  则
k4= 仲吕
黄钟
=
q-5
1
= 1q5 =
1
2
5
12
= 1
1.334839854
    = 10
9
1334839854
= 2×5×10
8
1334839854
= 5×10
8
667419927
③ 郭书春主编：《中国科学技术史·数学卷》，北京：
科学出版社，2010 年，第 258 页。
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故此，仲吕 =k4 黄钟
　　　无射 =k4 仲吕
　　　夹钟 =2k4 无射
余类推。k4 同样也可以从倍律中求出。
在《律历融通·附录音义》中，朱载堉写下以
上算法之后，不无自信地说 ：
是盖二千余年所未有，是自我朝始耳。恐后世
儒者疑，故略释之。其详则见《律吕精义》云。
朱载堉在《律吕精义内篇》卷一《不拘隔八相
生第四》中不仅再一次详述了新法密率的五度（隔
八）、四度（隔六）相生法，还提出了半音（隔二）
的顺生和逆生的方法。在朱载堉笔下，由一个等比
数列构成的等程律，其各律间的彼此求解成了一种
趣味数学游戏，他称此为“不拘隔八相生”。这是
同时期的西方音乐家和数学家都未曾想到的事。
由朱载堉的工作，我们知道，等程律至少有三
种计算方法。律学史上的这些丰富内容却往往被律学
④ 刘勇、唐继凯 ：《律历融通校注》，北京 ：中国文
联出版社，2006 年，第 313—314 页。
史家所忽视。或许出于对音乐学的难懂，数学史家从
未去把玩这些数学问题。而音乐家在其点注或校注朱
载堉的相关著作中，又将这些数学推演完全弄错了 ；
也有人将朱载堉著作中的经典一一注明，其勤奋可
褒奖，但相关的这些乐律数据却不予问津。④
朱载堉是音乐家、乐律学家、数学家，他巧妙
且智慧地突破明代中国科学和音乐学疑难，实现了
返宫，创建了等程律，值得我们今天为之颂扬。他
的智慧代表着全人类。
附言：本文为中国科学院自然科学史研究所“中
国传统科学史”研究项目之一。
（上接第 15 页）带改成了 CD 盘，如愿插入在上卷
音乐编的封三页（遗憾的是转录的过程中，制作者
竟然把原来的立体声改录成了平声，编委会发现时
已经来不及补救）。
进入 21 世纪后电脑绘制五线谱的技术已经普
及，为了简化编辑与操作程序，这次增订版将改由
文化艺术出版社单独出版，为此由编委会出面与人
民音乐出版社进行协调，该社领导人显示了友好的
态度与协作的精神，同意增订版无偿继续使用该社
原来制作的乐谱部分。
增订版最大的特点，就是在原有的上卷音乐编、
中卷文字编之外，增加了下卷资料编。此卷收录了
不同的时期与地点，各方面人士写作的有关聂耳的
纪念、回忆和研究文章共 139 篇。它们从各自的时
空与视角，观察、体验、反映了聂耳丰富多彩的人
生，为后人认识、评价和学习聂耳，提供了难得而
宝贵的资料。本卷末还附有《有关聂耳的著作、文
章篇目索引》，列入了有关著作 22 种、文集 16 种、
文章 144 篇的名目。  
增订版的初稿收有 1985 年以后一些党和国家
领导人有关聂耳的题词、照片、文章。鉴于国家新
闻出版总署有刊出党和国家领导人的资料都必须先
经过中共中央办公厅获得本人的书面许可授权的规
定，编委会难以完成这一程序，时间上也来不及，
只得议决舍弃了这些资料。好在这些资料从别的渠
道都能获得。
增订版的责任编辑王红努力体现编委会的意图
和规划，协调各方面的关系，力争此书的精益求精，
付出大量的心血和辛勤的劳动。
向延生代表增订版编辑委员会，2013 年出席了
在玉溪举办的聂耳百年诞辰纪念活动及《聂耳全集》
增订版的首发式。
自 1954 年以来，经过音乐研究所三代人的共
同努力，为学习、研究和宣传人民的音乐家聂耳，
尽到了自己的职责，做出了显著的贡献。
